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点拨数学有数

（4x1-4） km +x2
1 -4x1+3=0…②

由①②可得
4x1-4=0，
x2
1 -4x1+3=0

0 ，
解得 x1=1， 故存在定点M

（1，0）， 使 得 以 PQ 为 直 径 的 圆 恒 过 点 M.
【点评】此解法抓住了“关键”—图形的对称性(点 M

必在 x 轴上)，这样就减少了一个变量，避免了复杂的运
算，收到事半功倍的效果.

3． 寻找“近路”，少走“弯路”
由以上的解法可知： 上述解法的运算量还比较大，

我们可从 “去路” 的思路二出发， 从特殊到一般， 把
m，k 特殊化， 要把 m，k 特殊化的数据很多， 那到底找
哪些好？ 找三组， 两组， 一组？ 这时需要认真分析条
件， 通过分析发现都可以， 这样就可以形成三种不同
的解题思路.但怎么样才可以少走 “弯路” 到达 “近
路” 呢？ 显然， 数据越简单越好. 能够取到最特殊就

最好 （即直线斜率为 0 且过椭圆上顶点 （0， 3姨 ）），
根据图形的对称性知， 若满足条件的定点 M 存在， 点
M 必在 x 轴上.因此， 取一组特殊的 m，k值， 得到一组
特殊点 P1， Q1， 写出以 P1Q1 为直径的圆的方程.如果这
个圆与 x 轴没有公共点，则满足条件的点 M 不存在；否
则，求出其公共点 M1.验证对于满足△=4k2-m2+3=0，以
PQ 为直径的圆是否恒经过点 M1，若是，点 M1 就是所求
的满足条件的点 M；否则，满足条件的点 M 不存在. （附

解法：联立方程可得 P（- 4k
m ， 3

m ），Q（4，4k+m）（过程

略，与上解法相同）. 假设满足条件的定点 M 存在，由图

形对称性知，点 M 必在 x 轴上．取 k=0，m= 3姨 ，此时 P

（0， 3姨 ），Q（4， 3姨 ），以 PQ 为直径的圆为（x-2）2+

（y- 3姨 ）2=4，交 x 轴于点 M1（1，0），M2（3，0）；取 k=-
1
2 ，m=2，此时 P（1， 3

2 ），Q（4，0），以 PQ 为直径的圆为

（x- 5
2 ）2+（y- 3

4 ）2= 45
16 ，交 x 轴于点 M3（1，0），M4（4，0）．

所以若符合条件的点M存在，则M的坐标必为（1，0）． 证
明 M（1，0）就是满足条件的点：因为 M 的坐标为（1，0），

所以MM%P = （- 4k
m -1， 3

m ）， MM%Q = （3，4k+m）， 从而MM%P

·MM%Q =- 12k
m -3+ 12k

m +3=0 恒成立， 故有MM%P ⊥MM%Q ，

即存在定点 M（1，0），使得以 PQ 为直径的圆恒过点 M．）
【点评】 通过以上解法的分析， “探路” 中的解

法计算量大， 后者提供的解法运算量最小！ 其关键在
于把特殊化， 并且是考虑最特殊情况 （ k=0， m=

3姨 ）， 这样就把问题简单化了.从中可看出： 要找到
解析几何之 “路”， 就要紧扣目标， 尽可能把题设条件

全部融入图形中， 实现文字语言、 符号语言、 图形语
言之间的相互转化； 同时善于挖掘几何曲线的代数含
义和几何特征， 灵活运用化归与转化思想、 数形结合
思想、 函数与方程思想、 特殊与一般思想对问题进行
转化， 回避一些繁杂的运算， 以上高考题便是一个很
好的例子.

4． 开创 “新路”， 拓展推广
由以上解题分析和结论可发现：直线 x=4刚好是椭

圆 x2
4 + y

2

3 =1的一条准线，点 M（1，0）恰好是椭圆对应于

此准线的焦点，这是必然还是巧合？我们能否开创“新
路”？对此进行拓展推广？通过探究可得命题 1：设动直

线 y=kx+m 与椭圆 x2
a2 + y2

b2 =1（a＞b＞0）有且只有一个公

共点 P，且与其准线 x= a
2

c 相交于点 Q，那么以 PQ 为直

径的圆恒过与此准线对应的焦点 F（c，0）（限于篇幅，同
学们可以用以上同样的方法来证明）. 该命题对于椭圆
成立， 那么是否对于双曲线和抛物线也有相应的结论
呢？通过探究其结论也成立，所以又有以下结论：①命题

2：设动直线 y=kx+m 与双曲线 x2
a2 - y2

b2 =1（a＞0，b＞0）有

且只有一个公共点 P，且与其准线 x= a
2

c 相交于点 Q，那

么， 以 PQ 为直径的圆恒过与此准线对应的焦点 F（c，
0）．②命题 3：设动直线 y=kx+m 与抛物线 y2=2px 相切于

点 P，且与准线 x=- P
2 相交于点 Q，那么，以 PQ 为直径

的圆恒过抛物线的焦点 F（ P2 ，0）．（留给同学们证明，提

示：可以用以上相同的方法证明命题 2 和 3）
通过对这道高考题的深度分析， 我们学会了找到

“回家的路” ———充分利用代数方法解决解析几何问
题， 深入挖掘其隐含条件来解题才是最佳的解题之路.

三、 小试牛刀
1． 以 F1（0,-1）,F2（0,1），为焦点的椭圆 C 过点 P

（ 2姨
2 ，1）.(1)求椭圆 C 的方程；（2）过点 S（- 1

3 ，0）的

动直线 l 交椭圆 C 于 A,B 两点，试问：在直角坐标系平
面内是否存在一个定点 T， 使得无论直线 l 如何转动，
以 AB 为直径的圆恒过点 T，若存在，求出点 T 的坐标；
若不存在，则说明理由.

参考答案： （1） x2+ y
2

2 =1； （2） 存在一个定点 T

（1,0）， 以 AB 为直径的圆恒过点 T.
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