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点拨数学有数

图 2.2-5
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过原点且斜率为 k 的直线交曲线 C：mx2+ny2=1
(mn≠0)于 P，Q 两点，其中 k 在第一象限，它在 y 轴上
的射影为点 N，直线 QN 交曲线 C 于另一点 H．是否存
在非零实数 m,n，使得对任意的 k>0，都有 PQ⊥PH？ 若

存在，求 m,n 满足的关系；若不存在，请说明理由．
解答如下：
解析：坌k>0，设 P(x1， kx1)，H(x2， y2)， 则 Q(-x1， -

kx1)， N(0， kx1)， 直线 QN 的方程为 y=2kx+kx1， 将其
代入曲线 mx2+ny2=1 (mn≠0)的方程并整理可得:(m+
4nk2)x2+4nk2x1x+(nk2x21-1)=0．

依题意可知此方程的两根为-x1、 x2， 于是由韦达
定理可得：

-x1+x2=- 4nk2x1
m+4nk2 ， 即 x2= mx1

m+4nk2 .

又因为点 H 在直线 QN 上， 所以 y2-kx1=2kx2=
2kmx1
m+4nk2 ．

于是PP%Q =(-2x1,-2kx1)， PP%H =(x2-x1,y2-kx1)=(- 4nk2x1
m+4nk2 ，

2kmx1
m+4nk2 )．

而 PQ⊥PH 等价于PP%Q·PP%H ＝ 4k2(2n-m)x21
m+4nk2 =0， 即

m=2n， 由已知曲线方程知 m,n 同为正， 故存在正数
m,n 满足关系 m=2n， 使得对任意的 k>0， 都有 PQ⊥
PH， 此时也易知椭圆的焦点在 y 轴上．

三、 试题的渊源
3.1 源于高考题
2011 年高考陕西卷数学理科第 17 题 （以下简称

原题） 如下：
如图， 设 Ｐ 是圆 x2+y2=25 上的动点， 点 Ｄ 是 Ｐ

在 x 轴上投影， Ｍ 为 PD 上一

点， 且 MD = 4
5 PD ．

（1） 当 P 在圆上运动时，
求点 M 的轨迹 C 的方程；

（2） 求过点（3，0）且斜率

为 4
5 的直线被 C 所截线段的长度．

显然， 本高考题第 （Ⅰ） 小题完全从原题第 （1）
小题改编而来， 但由于题目中涉及到参数 m， 所以无
论从思维跨度还是数学思想和数学能力的考察又高于
原题， 综合性较强．

3.2 源于教材
本题的第 （Ⅰ） 小题从题面形式、 结构和解法上

来说， 完全等同于人教 A 版教材选修 2-1 《2．2．1 椭
圆及其标准方程》 第 41页例 2：

例 2． 如图 2.2-5， 在圆 x2+y2=4 上任取一点 P，
过点 P 作 x 轴的垂线段 PD， D 为垂足．当点 P 在圆上

运动时， 线段 PD 的中点 M 的轨迹是什么？ 为什么？
分析： P 点在圆 x2+y2=4 上运动， 点 P 的运动引

起点 M 运动．我们可以由 M 为线
段 PD 的中点得到点 M 与点 P 坐
标之间的关系式， 并由点 P 的
坐标满足圆的方程得到点 M 的
坐标所满足的方程．

教材在解完后， 马上提出
“思考： 从例 2 中你能发现椭圆
与圆之间的关系吗？”， 意图让考
生知道， 圆按照某一个方向作伸缩变换可以得到椭
圆．但由于考生缺乏必要的变化发展的引导过程， 考
生一般并不能立即体会这种关系．教师可以在 “思考”
栏目里面再加入以下问题：

（1） 若将条件 “线段 PD 的中点 M” 改为 “线段
PD 的三等分点 M”， 则点 M 的轨迹又是什么？

（2） 若将条件 “线段 PD 的中点 M” 改为 “点 M

在线段 DP 的延长线上， 且 DM
DP = 3

2 ”， 则点 M 的

轨迹又是什么？（课本第 50页 B 组第 1题）
这样通过点 M 的运动方程， 考生才能真正发现

椭圆与圆之间的关系， 即将圆纵向往里压缩， 得到焦
点在 x 轴上的椭圆； 将圆纵向往外压缩， 得到焦点在
y 轴上的椭圆．这样的解决设计， 也同时体现了矛盾统
一和对立的辨证观点．

数学发展观认为： 数学如同其他事物一样， 是不
断在运动、 变化中发展的， 又在不断发展中展现新的
活力与生命．考生在学习一个数学新知识时， 若能基
于数学发展观， 从问题的实质入手， 对问题的条件、
结论及解题方法等方面进行全方位探讨， 在相对完整
的运动发展的过程中体会到新知识的应用价值， 那么
这样的学习不但是深刻有效的， 而且是有趣的．

显然本高考题将教材例题改编而成， 选材源于教
材而又高于教材， 这是高考命题一贯的原则， 也是高
考命题的源泉．因此， 同学们在平时学习的过程中要
注重知识过程的产生和形成过程， 关注数学定理、 公
式的推导过程、 运用及例题的求解过程， 从中构建知
识体系与知识结构； 掌握题目的通性、 通法， 加强对
数学思想方法的渗透、 提炼与运用； 通过对数学概念
和结论产生的过程， 建立严谨的科学态度和不怕困难
的科学精神， 从而培养我们自己发现、 提出、 解决数
学问题的能力， 发展我们的创新意识和实践能力．
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