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必备的基本技能入手， 考查通项公式、 求和及不等式的证明

例 ６． 设 琢＞２，给定数列｛ａｎ｝，其中 ｘ１＝琢，ｘｎ＋１＝ ｘｎ２
２（ｘｎ－１）

，求证：

（１）若 ｙｎ＝ｌｇ ｘｎ－２ｘｎ
，则数列｛ｙｎ｝是等比数列；

（２）若 琢＞３，则当 ｎ≥ｌｇ琢３ ／ ｌｇ ４３ 时，ｘｎ＜３；

（３）若 琢＜３，那么 ｘｎ≤２＋ １
２ｎ－１ ．

解析 （１） 由 ｘｎ＋１＝ ｘｎ２
２（ｘｎ－１）
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）２，由于 琢＞２， 易得 ｘｎ－２
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＞０， 于是 ｌｇ ｘｎ＋１－２ｘｎ＋１
＝２ｌｇ ｘｎ－２ｘｎ
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ｙｎ＋１＝２ｙｎ．
故数列｛ｙｎ｝是等比数列．

（２）由 ｘｎ＋１
ｘｎ
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即 ｘｋ＋１＜ｘｋ．

假设 琢＞３， 当 ｎ≥ｌｇ 琢３ ／ ｌｇ ４３ 时， 有 ｘｎ＋１≥３．

由 ｘ１＞ｘ２＞…＞ｘｎ＞ｘｎ＋１≥３ 及 ｘ１＝琢， 得 ３≤ｘｎ＋１＝ｘ１·（ ｘ２ｘ１
）·…·

（ ｘｎ＋１ｘｎ
）＜琢（ ３４ ）ｎ圯ｎ＜ｌｇ 琢３ ／ ｌｇ ４３ 与假设矛盾．

故当 ｎ≥ｌｇ 琢３ ／ ｌｇ ４３ 时， ｘｎ＜３．

（３）由（１）得 ｘｎ＋１－２
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点评 本题的第一问考查递推公式的变形技巧及等比数列
的判定， 显然， 有难度．第二问考查反证法与放缩法的综合应
用， 其间用恒等式的构造， 有难度也有灵活性．第三问在第一
问的基础上， 再多次使用放缩法， 最终产生结论， 寥寥几笔，
数学味极浓．

热点六： 解答题建立在分析、 探索、 发现的基础上考查
考生分析问题与解决问题的能力

例 ７． 已知数列｛ａｎ｝满足：ａ１＝１，ａ２＝２，且 ａｎ＋２＝（２＋ｃｏｓｎ仔）（ａｎ－
１）＋３，ｎ∈Ｎ鄢．

（１）求通项公式 ａｎ；
（２）设｛ａｎ｝的前 ｎ 项和为 Ｓｎ，问：是否存在正整数 ｍ，ｎ 使得

Ｓ２ｎ＝ｍＳ２ｎ－１？ 若存在，请求出所有的符合条件的正整数对 （ｍ，ｎ），
若不存在， 请说明理由．

解析 （１）当 ｎ是奇数时，ｃｏｓｎ仔＝－１；当 ｎ是偶数时，ｃｏｓｎ仔＝１．
所以，当 ｎ是奇数时，ａｎ＋２＝ａｎ＋２；当 ｎ是偶数时，ａｎ＋２＝３ａｎ．
又 ａ１＝１，ａ２＝２，所以 ａ１，ａ３，ａ５，…，ａ２ｎ－１，…是首项为 １，公差为

２ 的等差数列；ａ２，ａ４，ａ６，…，ａ２ｎ，…是首项为 ２，公比为 ３ 的等比
数列．

所以，ａｎ
ｎ，ｎ为奇数

２×３
ｎ
２

－１

．ｎ为偶
偶

数
（２）由（１），得 Ｓ２ｎ＝（ａ１＋ａ３＋…＋ａ２ｎ－１）＋（ａ２＋ａ４＋…＋ａ２ｎ）＝［１＋３＋…

＋（２ｎ－１）］＋（２＋６＋…＋２×３ｎ－１）＝３ｎ＋ｎ２－１，Ｓ２ｎ－１＝Ｓ２ｎ－ａ２ｎ＝３ｎ＋ｎ２－１－２×３ｎ－１＝
３ｎ－１＋ｎ２－１．

所以， 若存在正整数 ｍ、 ｎ， 使得 Ｓ２ｎ＝ｍＳ２ｎ－１，

则ｍ＝ Ｓ２ｎ

Ｓ２ｎ－１
＝ ３ｎ＋ｎ２－１
３ｎ－１＋ｎ２－１ ＝１＋ ２×３ｎ－１

３ｎ－１＋ｎ２－１ ≤１＋ ２×３ｎ－１

３ｎ－１ ＝３．

显然， 当 ｍ＝１时， Ｓ２ｎ＝３ｎ＋ｎ２－１≠１×（３ｎ－１＋ｎ２－１） ＝Ｓ２ｎ－１；
当 ｍ＝２时，由 Ｓ２ｎ＝２Ｓ２ｎ－１，整理得 ３ｎ－１＝ｎ２－１．
显然，当 ｎ＝１ 时，３１－１＝１≠０＝１２－１；当 ｎ＝２ 时，３２－１＝３＝２２－１，所

以（２，２）是符合条件的一个解．
当 ｎ≥３ 时，３ｎ－１＝（１＋２）ｎ－１＝１＋Ｃ１

ｎ－１×２＋Ｃ２
ｎ－１×２２＋…≥１＋２Ｃ１

ｎ－１＋４
Ｃ２

ｎ－１＝２ｎ２－４ｎ＋３＝（ｎ－２）２＋ｎ２－１＞ｎ２－１．
当 ｍ＝３时，由 Ｓ２ｎ＝３Ｓ２ｎ－１，整理得 ｎ＝１，
所以（３，１）是符合条件的另一个解．
综上所述， 所有的符合条件的正整数对（ｍ，ｎ），有且仅有

（３，１）和（２，２）两对．
点评 本题建立在分析、 探索、 发现的基础上， 考查考生

分析问题与解决问题的能力很到位．首先通项公式， 要借助分
类思想来完成．其次， 要 “锁定” ｍ 的范围， 这个看似简单的
步骤， 其实愠含多种基本方法 （合理处理分式、 放缩等）， 这
些方法有一种不过关就很难产生结论．

热点七： 解答题建立在交汇考查的基础上， 设计与其它
知识结合的 “多功能” 试题

例 ８． 在直角坐标平面上有一点列 Ｐ１（ｘ１，ｙ１），Ｐ２（ｘ２，ｙ２），…，

Ｐｎ（ｘｎ，ｙｎ）…，对一切正整数 ｎ，点 Ｐｎ位于函数 ｙ＝３ｘ＋ １３
４ 的图像上，

且 Ｐｎ的横坐标构成以－ ５２ 为首项，－１为公差的等差数列｛ｘｎ｝．

（１）求点 Ｐｎ的坐标；
（２）设抛物线列 ｃ１，ｃ２，ｃ３，…，ｃｎ，…中的每一条的对称轴都

垂直于 ｘ 轴，第 ｎ条抛物线 ｃｎ 的顶点为 Ｐｎ，且过点 Ｄｎ（０，ｎ２＋１），

记与抛物线 ｃｎ 相切于 Ｄｎ的直线的斜率为 ｋｎ，求 １
ｋ１ｋ２

＋ １
ｋ２ｋ３

＋…

＋ １
ｋｎ－１ｋｎ

；

（３） 设 Ｓ＝｛ｘ｜ｘ＝２ｘｎ，ｎ∈Ｎ鄢｝，Ｔ＝｛ｙ｜ｙ＝４ｙｎ，ｎ∈Ｎ鄢｝， 等差数列
｛ａｎ｝ 的任一项 ａｎ∈Ｓ∩Ｔ， 其中 ａ１ 是Ｓ∩Ｔ 中的最大数， －２６５＜
ａ１０＜－１２５， 求｛ａｎ｝的通项公式．

点拨 数学有数
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