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题型 １０． 不等式与函数的综合题
不等式与函数的综合题， 是高考的常考题型， 如求函数

的定义域、 值域， 求参数的取值范围， 与函数有关的不等式
证明等， 解决此类综合题， 要充分运用函数的单调性， 注意
函数的定义域， 并结合函数的奇偶性、 周期性一起讨论．

例 １０．已知 ｆ（ｘ）是定义在 ［－１， １］ 上的奇函数， 且 ｆ （１） ＝１，

若 ｍ、 ｎ∈ ［－１， １］， ｍ＋ｎ≠０时 ｆ（ｍ）＋ｆ（ｎ）
ｍ＋ｎ ＞０．

（１） 用定义证明 ｆ（ｘ）在［－１，１］上是增函数；

（２） 解不等式 ｆ（ｘ＋ １
２ ）＜ｆ（ １

ｘ－１ ）；

（３）若 ｆ（ｘ）≤ｔ２－２ａｔ＋１ 对所有 ｘ∈［－１，１］， ａ∈［－１， １］ 恒
成立， 求实数 ｔ 的取值范围．

分析： （１） 问单调性的证明， 利用奇偶性灵活变通使用
已知条件不等式是关键，（３）问利用单调性把 ｆ（ｘ）转化成“１”是
点睛之笔．

解析： （１） 任取 ｘ１＜ｘ２， 且 ｘ１， ｘ２∈ ［－１， １］，

则 ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＝ｆ（ｘ１）＋ｆ（－ｘ２）＝ ｆ（ｘ１）＋ｆ（－ｘ２）
ｘ１－ｘ２

·（ｘ１－ｘ２）．

∵ －１≤ｘ１＜ｘ２≤１，

∴ ｘ１＋ （－ｘ２） ≠０， 由已知 ｆ（ｘ１）＋ｆ（－ｘ２）
ｘ１－ｘ２

＞０， 又 ｘ１－ｘ２＜０，

∴ ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＜０，即 ｆ（ｘ）在［－１，１］上为增函数 ．
（２） ∵ ｆ（ｘ）在［－１，１］上为增函数，

∴

－１≤ｘ＋ １
２ ≤１，

－１≤ １
ｘ－１ ≤１，

ｘ＋ １
２ ＜ １

ｘ－１
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解得｛ｘ｜－ ３
２ ≤ｘ＜－１， ｘ∈Ｒ｝ ．

（３） 由 （１） 可知 ｆ（ｘ）在［－１，１］上为增函数， 且 ｆ（１）＝１，
故对 ｘ∈ ［－１， １］， 恒有 ｆ（ｘ）≤１．
所以要使 ｆ（ｘ）≤ｔ２－２ａｔ＋１ 对所有 ｘ∈［－１，１］，ａ∈［－１，１］恒

成立，即要 ｔ２－２ａｔ＋１≥１成立，
故 ｔ２－２ａｔ≥０， 记 ｇ（ａ）＝ｔ２－２ａｔ， 对 ａ∈［－１，１］，有 ｇ（ａ）≥０，
只需 ｇ（ａ）在 ［－１， １］ 上的最小值大于等于 ０，
ｇ（－１）≥０， ｇ（１）≥０，
解得 ｔ≤－２或 ｔ＝０或 ｔ≥２．
∴ ｔ 的取值范围是 ｛ｔ｜ｔ≤－２或 ｔ＝０ 或 ｔ≥２｝ ．
点评： 本题是一道函数与不等式相结合的题目， 考查考

生的分析能力与化归能力 它主要涉及函数的单调性与奇偶
性， 而单调性贯穿始终， 把所求问题分解转化， 是函数中的
热点问题； 问题（２）（３）要求的都是变量的取值范围， 不等式
的思想起到了关键作用

题型 １１． 不等式与数列的综合题
不等式与数列的综合题， 一般来说多是证明题， 要熟悉

不等式的常用证明方法， 特别是比较法、 综合法、 分析法、
数学归纳法等， 也可利用函数的思想．

例 １１． 数列 ｛ｘｎ｝由下列条件确定：ｘ１＝ａ＞０，ｘｎ＋１＝ １
２ （ｘｎ＋ ａ

ｘｎ
），

ｎ∈Ｎ．

（Ⅰ） 证明： 对 ｎ≥２， 总有 ｘｎ≥ ａ姨 ；
（Ⅱ） 证明： 对 ｎ≥２， 总有 ｘｎ≥ｘｎ＋１；

分析： （Ⅰ） 证明： 由 ｘ１＝ａ＞０， 及 ｘｎ＋１＝ １
２ （ｘｎ＋ ａ

ｘｎ
）， 可归

纳证明 ｘｎ＞０．

从而有 ｘｎ＋１＝ １
２ （ｘｎ＋ ａ

ｘｎ
）≥ ｘｎ·ａ

ｘｎ姨 ＝ ａ姨 （ｎ∈Ｎ）（均值不等

式的应用—综合法），

所以， 当 ｎ≥２时， ｘｎ≥ ａ姨 成立．

（Ⅱ） 法一 （作差比较法）： 当 ｎ≥２ 时， 因为 ｘｎ≥ ａ姨 ＞０，

ｘｎ＋１＝ １
２ （ｘｎ＋ ａ

ｘｎ
），

所以 ｘｎ＋１－ｘｎ＝ １
２ （ｘｎ＋ ａ

ｘｎ
）－ｘｎ＝ １

２·
ａ－ｘｎ２
ｘｎ

≤０，

当 ｎ≥２时， ｘｎ≥ｘｎ＋１成立．

法二 （作商比较法）：当 ｎ≥２ 时，因为 ｘｎ≥ ａ姨 ＞０， ｘｎ＋１＝
１
２ （ｘｎ＋ ａ

ｘｎ
），

所以 ｘｎ＋１
ｘｎ

＝
１
２ （ｘｎ＋ ａ

ｘｎ
）

ｘｎ
＝ｘｎ

２＋ａ
２ｘｎ２

≤ ｘｎ２＋ｘｎ２
２ｘｎ２

＝１，

故当 ｎ≥２时， 成立 ｘｎ≥ｘｎ＋１．
点评： 此题是以数列为知识背景， 把数列与不等式证明

综合起来， 重点还是考查不等式证明方法中最基本的方
法———综合法和比较法．

题型 １２． 含有参数的不等式问题
含有参数的不等式问题是高考常考题型， 求解过程中要

利用不等式的性质将不等式进行变形转化， 化为一元二次不
等式等问题去解决， 注意参数在转化过程中对问题的影响．

例 １２． 已知 ｆ（ｘ）＝ｌｇ（ｘ＋１），ｇ（ｘ）＝２ｌｇ（２ｘ＋ｔ）（ｔ∈Ｒ，ｔ 是参数）．
（１） 当 ｔ＝－１时， 解不等式： ｆ（ｘ）≤ｇ（ｘ）；
（２） 如果当 ｘ∈［０，１］时， ｆ（ｘ）≤ｇ（ｘ）恒成立，求参数 ｔ 的取

值范围．
分析： 将对数方程转化为不含对数的方程， 在转化过程

中要注意定义域．
解析： （１） ｔ＝－１ 时， ｆ（ｘ）≤ｇ（ｘ），即为 ｌｇ（ｘ＋１）≤２ｌｇ（２ｘ－

１），

此不等式等价于
ｘ＋１＞０，
２ｘ－１＞０，
ｘ＋１≤（２ｘ－１）２
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解得 ｘ≥ ５
４ ，

∴ 原不等式的解集为 ｛ｘ｜ｘ≥ ５
４ ｝ ．

（２） ｘ∈［０，１］时， ｆ（ｘ）≤ｇ（ｘ）恒成立，

３１


