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（ＩＩ）在改卷中，我们发现同学们知道是根据面积关系建立
等式，但如何把斜率关系用起来却成为了问题．其实，斜率关系
可以直接用，也可以简接用．

直接用：要求直线 ＰＡ 方程，还缺其斜率 ｋ１，故我们可以通
过联立方程求交点， 并通过两斜率的关系统一化为同一变量
ｋ１，再将面积关系转化出等式求解 ｋ１．

联立直线 ＰＡ 与抛物线 Ｃ 方程
ｙ＝ｋ１（ｘ－４）＋４，

ｙ＝ １
４ ｘ２! ， 得 ｘ２－４ｋ１ｘ＋

１６ｋ１－１６＝０，
解得 ｘ＝４或 ｘ＝４ｋ１－４，所以点 Ａ的坐标为（４ｋ１－４，４（ｋ１－１）２），
同理，点 Ｂ 的坐标为（４ｋ２－４，４（ｋ２－１）２），因为 ｋ２＝ｋ１＋１，所以

Ｂ（４ｋ１，４ｋ１
２）．

于是可得直线 ＯＡ 方程为 ｙ＝（ｋ１－１）ｘ， 从而由点到直线的

距离公式得，点 Ｐ到直线 ＯＡ的距离 ｄ１＝ ４│ｋ１－２│
１＋（ｋ１－１）２姨

，点 Ｂ 到

直线 ＯＡ 的距离 ｄ２＝ ４│ｋ１│
１＋（ｋ１－１）２姨

．

根据△ＡＯＰ 的面积是△ＡＯＢ 的面积的 ２ 倍， 知 ｄ１＝２ｄ２，故
│ｋ１－２│＝２│ｋ１│，

解得 ｋ１＝－２ 或 ｋ１＝ ２
３ ， 所以直线 ＰＡ 的方程为 ２ｘ＋ｙ－１２＝０

或 ２ｘ－３ｙ＋４＝０．
间接用： 要求直线 ＰＡ 方程， 还可以通过求 Ａ 点坐标（ｘ１，

１
４ ｘ１２）．可以通过 ｋ１、ｋ２ 斜率关系和面积关系求解 ｘ１．

设 Ａ（ｘ１， １４ ｘ１２），Ｂ（ｘ２， １４ ｘ２２），则 ｋ１＝
１
４ ｘ１２－４

ｘ１－４
＝ １
４ （ｘ１＋４），

同理 ｋ２＝ １
４ （ｘ２＋４），所以由 ｋ２－ｋ１＝１ 可得 ｘ２－ｘ１＝４．

因为直线 ＯＡ 方程为 ｙ＝ １
４ ｘ１ｘ，即 ｘ１ｘ－４ｙ＝０，所以点 Ｐ 到直

线 ＯＡ 的距离 ｄ１＝ ４│ｘ１＋４│
１６＋ｘ１２姨

，

同理点 Ｂ 到直线 ＯＡ 的距离 ｄ２＝│ｘ１ｘ２－ｘ２２│
１６＋ｘ１２姨

＝ ４│ｘ２│
１６＋ｘ１２姨

＝

４│ｘ１＋４│
１６＋ｘ１２姨

．

根据△ＡＯＰ 的面积是△ＡＯＢ 的面积的 ２ 倍知 ｄ１＝２ｄ２ ，即
│ｘ１－４│＝２│ｘ１＋４│，

解得 ｘ１＝－１２ 或 ｘ１＝－ ４
３ ，从而 ｋ１＝－２ 或 ｋ１＝ ２

３ ，

所以直线 ＰＡ 的方程为 ２ｘ＋ｙ－１２＝０ 或 ２ｘ－３ｙ＋４＝０．

例 ２． 已知椭圆 Ｃ： ｘ
２

ａ２ ＋
ｙ２
ｂ２ ＝１（ａ＞ｂ＞０）的左、右焦点和短轴

的两个端点构成边长为 ２的正方形．
（１）求椭圆 Ｃ 的方程；
（２）过点 Ｑ（１，０）的直线线 ｌ 与椭圆 Ｃ 相交于 Ａ，Ｂ 两点．点

Ｐ（４，３）），记直线 ＰＡ，ＰＢ 的斜率分别为 ｋ１，ｋ２，当 ｋ１，ｋ２ 最大时，

求直线线 ｌ 的方程．

解析：（１）ｘ
２

４ ＋ｙ
２

２ ＝１．

（２） 该题有大部分同学对第 （２） 问无法入手解答， 还有
一部分在得到 ｋ１， ｋ２ 表达式后不能再求解下去了．其实， 该题
还是可以通过直线与圆锥曲线相交问题的常规解法做下去的．

①当直线 ｌ 斜率不存在时，方程为 ｘ＝１，得 Ａ（１， ６姨
２ ），Ｂ

（１，－ ６姨
２ ），所以可得 ｋ１·ｋ２＝ ５

６ ．

②设直线 ｌ 斜率为 ｋ，联立直线与椭圆方程
ｙ＝ｋ（ｘ－１），
ｘ２
４ ＋ｙ

２

４ ＝１１ ，

得（１＋２ｋ２）ｘ２－４ｋ２ｘ＋２ｋ２－４＝０，设 Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２），

则 ｘ１＋ｘ２＝ ４ｋ２

１＋２ｋ２ ，ｘ１·ｘ２＝ ２ｋ２－４
１＋２ｋ２ ，所以 ｙ１＋ｙ２＝ｋ（ｘ１＋ｘ２－２）＝

－２ｋ
１＋２ｋ２ ，ｙ１＋ｙ２＝ｋ２（ｘ１－１）（ｘ２－１）＝ －３ｋ２

１＋２ｋ２ ．

所以 ｋ１·ｋ２＝ ３－ｙ１
４－ｘ１

·３－ｙ２
４－ｘ２

＝ ９－３（ｙ１＋ｙ２）＋ｙ１ｙ２
１６－４（ｘ１＋ｘ２）＋ｘ１ｘ２

＝ ５ｋ２＋２ｋ＋３
６ｋ２＋４ ．

接下去就是求 ｙ＝ ５ｋ２＋２ｋ＋３
６ｋ２＋４ 的最大值，一般有以下几种方

法．

解法 １：（基本不等式法）ｙ＝ ５ｋ２＋２ｋ＋３
６ｋ２＋４ ＝ ５

６ ＋
２ｋ－ １

３
６ｋ２＋４ ＝ ５

６ ＋
１

３
２ （２ｋ－ １

３ ）＋ ２５
６ · １

２ｋ－ １
３

＋１
≤ ５

６ ＋

１

２ ３
２ （２ｋ－ １

３ ）·２５
６ · １

２ｋ－ １
３

＋１姨
＝１，当且仅当 ２ｋ－ １

３ ＞０ 且 ３
２

（２ｋ－ １
３ ）＝ ２５

６ · １
２ｋ－ １

３

，即 ｋ＝１时取等号．

注意：该解法中取不等式时要注意 ２ｋ－ １
３ ＞０，否则就不符

合使用基本不等式的条件．

解法 ２：（导数法）ｙ′＝ ５ｋ２＋２ｋ＋３
６ｋ２＋４ ＝ －４（３ｋ＋２）（ｋ－１）

（６ｋ２＋４）２ ，

所以函数 ｙ＝ ５ｋ２＋２ｋ＋３
６ｋ２＋４ 在（－∞，－ ２

３ ）递减，（－ ２
３ ，１）递增，

（１，＋∞）递减．
至此，同学们不免产生疑问：函数不存在最大值啊？
其实，这也是导数法中必须要解决的问题，事实上，对于函

数 ｙ＝ ５ｋ２＋２ｋ＋３
６ｋ２＋４ 来讲， 不管 ｋ是趋向于＋∞ 还是 ｋ 趋向于－∞，ｙ

均趋向于 ５
６ ，而因为 ｋ＝１时 ｙ＝１，故最大值为 ｙ＝１．

解法 ３：（值域法）一般地，如果函数的值域知道了，则函数
的最值就也知道了 ． 所以我们可以用△判别法来求 ｙ ＝

３３


