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点拨 数学有数

５ｋ２＋２ｋ＋３
６ｋ２＋４ 的值域．

化简整理得（６ｙ－５）ｋ２－２ｋ＋４ｙ－３＝０（鄢）

①６ｙ－５＝０ 即 ｙ＝ ５
６ 时，ｋ＝ １

６ ，符合；

②６ｙ－５≠０ 时，方程（鄢）有解，所以判别式△＝４－４（６ｙ－５）
（４ｙ－３）≥０，

解得 ７
１２ ≤ｙ≤１，故 ７

１２ ≤ｙ≤１且 ｙ≠ ５
６ ．所以 ７

１２ ≤ｙ≤１，

因此最大值为 ｙ＝１，由 １＝ ５ｋ２＋２ｋ＋３
６ｋ２＋４ 解得 ｋ＝１．

解法 ４：（特殊法）ｙ＝ ５ｋ２＋２ｋ＋３
６ｋ２＋４ ＝１－ ｋ２－２ｋ＋１

６ｋ２＋４ ≤１，当 ｋ＝１ 时

取等号．
对于上述四种解法， 建议同学们着重掌握解法 ２、 解法

３， 尤其是解法 ２， 具有可操作性， 易理解， 而解法 １ 技巧性
比较强， 属于 “听得懂， 难操作”， 解法 ４ “凑巧” 成份大．

例 ３． 已知中心在原 ２ 点 Ｏ， 焦点在 ｘ 轴上， 离心率为

３姨
２ 的椭圆过点（ ２姨 ， ２姨

２ ）．

（１）求椭圆的方程；
（２） 设不过原点 Ｏ 的直线 ｌ 与该椭圆交于 Ｐ、 Ｑ 两点， 满

足直线 ＯＰ， ＰＱ， ＯＱ， 的斜率依次成等比数列， 求△ＯＰＱ 面
积的取值范围．

解析：（１）ｘ
２

４ ＋ｙ２＝１．

（２）在老师苦口婆心的多次讲解下，同学们应该都会这样
做：

设直线 ｌ 方程 ｙ＝ｋｘ＋ｍ （ｍ≠０）， 通过联立椭圆方程消去 ｙ
得（１＋４ｋ２）ｘ２＋８ｋｍｘ＋４ｍ２－４＝０，

判别式△＝６４ｋ２ｍ２－４（１＋４ｋ２）（４ｍ２－４）＞０，得 １＋４ｋ２＞ｍ２，

设 Ｐ（ｘ１，ｙ１），Ｑ（ｘ２，ｙ２），则 ｘ１＋ｘ２＝ －８ｋｍ１＋４ｋ２ ，ｘ１ｘ２＝ ４ｋｍ－４１＋４ｋ２ ，│ＰＱ│＝

１＋ｋ２姨 │ｘ１－ｘ２│＝ １＋ｋ２姨 ４ １＋４ｋ２－ｍ２姨
１＋４ｋ２ ．

至此后， 后面可能就会觉得无从下手， 其实， 我们只要
根据斜率关系建立等式就能看到 “曙光” ．

因为 ｋ２＝ ｙ１
ｘ１
·ｙ２
ｘ２

，而 ｙ１ｙ２＝（ｋｘ１＋ｍ）（ｋｘ２＋ｍ）＝ｋ２ｘ１ｘ２＋ｋｍ（ｘ１＋ｘ２）

＋ｍ２＝ ｍ２－４ｋ２

１＋４ｋ２ ，

所以 ｋ２＝ ｍ２－４ｋ２

４ｍ２－４ ，解得 ｋ２＝ １
４ ，

故│ＰＱ│＝ １０－５ｍ２姨 ， 且原点 Ｏ 到直 ｌ 线的距离 ｄ＝
│ｍ│
１＋ｋ２姨

＝ ２│ｍ│
５姨

， 所以 Ｓ△ＯＰＱ＝ １２· １０－５ｍ２姨 ·２│ｍ│
５姨

＝│ｍ│

２－ｍ２姨 ．
到此，如何求 Ｓ△ＯＰＱ面积的取值范围呢？ 可以看成是关于 ｍ２

的一元二次问题：Ｓ△ＯＰＱ＝ ２ｍ２－ｍ４姨 ，所以 ０＜Ｓ△ＯＰＱ≤１．

这个答案还是有问题的！ 因为前面在得到 １＋４ｋ２＞ｍ２、ｋ２＝ １
４ 、

ｋ２＝ｍ
２－４ｋ２

４ｍ２－４ 后，我们可以得到 ０＜ｍ２＜２且ｍ２≠１，所以 ０＜Ｓ△ＯＰＱ≤１．

例 ４． 椭圆 Ｔ 的中心为坐标原点 Ｏ，右焦点为 Ｆ（２，０），且

椭圆 Ｔ 过点 Ｅ（２， ２姨 ）．△ＡＢＣ 的三个顶点都在椭圆 Ｔ 上，设
三条边的中点分别为 Ｍ，Ｎ，Ｐ．

（１）求椭圆 Ｔ 的方程；
（２）设△ＡＢＣ 的三条边所在直线的斜率分别为 ｋ１，ｋ２，ｋ３，且

ｋ１≠０，ｉ＝１，２，３． 若直线 ＯＭ，ＯＮ，ＯＰ 的斜率之和为 ０，求证： １
ｋ１

＋ １
ｋ２

＋ １
ｋ３

为定值．

解析：（１）ｘ
２

８ ＋ｙ
２

４ ＝１．

（２） 阅读完该问时， 同学们可能会觉得无从下手， 但若
我们能想起本题的命题背景： 直线与椭圆相交， 则该直线斜
率与相交线段中点与原点的连线斜率之积为常数， 则该题的
解决就容易了．

设斜率为 ｋ的直线 ｌ与椭圆ｘ２
ａ２ ＋

ｙ２
ｂ２ ＝１（ａ＞ｂ＞０）相交于 Ａ、Ｂ两

点，线段 ＡＢ中点Ｍ与原点 Ｏ的连线斜率为 ｋ１，则 ｋ·ｋ１＝－ ｂ
２

ａ２ ．

设 Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２），则

ｘ１２
ａ２ ＋ ｙ１２

ｂ２ ＝１，

ｘ２２
ａ２ ＋ ｙ２２

ｂ２ ＝１

１
-
-
--
,
-
-
--
.

，

得 ｘ２２－ｘ１２
ａ２ ＋ ｙ２２－ｙ１２

ｂ２ ＝０， 则 ｙ２－ｙ１
ｘ２－ｘ１

·ｙ２＋ｙ１
ｘ２＋ｘ１

＝－ ｂ２

ａ２ ， 即 ｋ·ｋ１＝－

ｂ２

ａ２ ．

因此，对于本题 ｋＯＭ·ｋ１＝－ １
２ ， １

ｋ１
＝－２ｋＯＭ，

同理可得 １
ｋ２

＝－２ｋＯＮ， １
ｋ３

＝－２ｋＯＰ，所以 １
ｋ１

＋ １
ｋ２

＋ １
ｋ３

＝－２（ｋＯＮ＋

ｋＯＭ＋ｋＯＰ）＝０为常数．

实际上， １
ｋ１

＋ １
ｋ２

＋ １
ｋ３

＝－ ｂ２

ａ２ （ｋ１′＋ｋ２′＋ｋ３′）， １
ｋ１′

＋ １
ｋ２′

＋ １
ｋ３′

＝－

ｂ２

ａ２ （ｋ１＋ｋ２＋ｋ３），即只要其中某一类的斜率之和为常数， 则另一

类的斜率倒数之和必也为常数， 并且不难发现还可以推广到
有限情况和双曲线中．

综上所述， 希望通过本文四道圆锥曲线中斜率关系题的
分析， 对同学们突破该类题型有所帮助．
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